IV. Rovnice a nerovnice §11. Kartézsky soucin, §12. Bindrni relace a jejich grafy

§11. Kartézsky soucin

Pozn.: Uspotddanou dvojici prvki [x,y] rozumime dvojice prvki, u nichz zélezi na poradi.
Plati: [a,b] =[c,d] = a=c[Cb=d .

Def.: Kartézskym soucinem mnoZin A, B nazyvame mnoZinu AXB vSech uspotfadanych
dvojic [a,b] takovych, ze a L1 A, b 1 B.
AXB = {[a,b]:al0dACHOB}

Pozn.: a) Kartézsky soucin AXA zapisujeme A’ a nazyvame druhou kartézskou mocninou
mnoZziny A nebo kartézskym ctvercem mnoZiny A.
b) Jsou-li mnoziny A,B konecné, je pocet prvkii mnoziny AXB (oznaime jej
m(A % B)) také konec¢ny a plati: m(AxB)= m(A)[m(B), kde m(A), (m(B)) je pocet
prvkl mnoziny A(B).
¢) Kartézsky soucin obecné neni komutativni: AXB # BX A.
d) AxB=BxA < A=BLA=¢[B=¢

Pozn.: Kartézsky soucin AxXB lze znazornovat graficky v pravouhlé soustavé soutadnic —
mluvime o kartézském grafu: prvky mnoZiny A nanaSime na osu x, prvky mnoZiny B
na osu y. Kartézskym grafem z minulého ptikladu je mnozina bodu.
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§12. Binarni relace a jejich grafy

Pozn.: Vyrokova forma V(x,y) se dvéma neznamymi x[ A,y B je zdpis, ktery se po
dosazeni konstant na mista proménnych x, y staivd vyrokem.
ProtoZe dosazujeme usporaddané dvojice [x, y]LJ AxX B, plati, Ze defini¢ni obor i obor
pravdivosti vyrokové formy V(x,y) jsou mnoZiny uspofddanych dvojic.

Def.: Necht A, B jsou 2 mnoziny. Pak kaZzdou podmnoZinou M [J Ax Bnazyvame binarni
relaci mezi mnoZzinami A, B (v tomto potadi).

Je-li specialné A=B, pak relace M [0 A” se nazyva (bindrni) relaci v mnoZiné A.

Pozn.: Relace, kterd neobsahuje Zadnou uspoiadanou dvojici prvkil, se nazyva prazdn relace
aoznacCuje se ¢. Plati: UA,B:¢[J AxB.
Relace U = Ax B se nazyva univerzalni relace.




IV. Rovnice a nerovnice §12. Binarni relace a jejich grafy

Pozn

Pozn

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

.. Binérni relace budeme n€kdy nazyvat jen relace.

.. Zpusoby zadani binarni relace:

a) vyctem prvki (pouze konecné relace)
napt. A ={1,2,3};B ={a,b};M ={[1,al,[1,b]}
b) jako obor pravdivosti vyrokové formy V(x,y) s definicnim oborem D
napt. A=B=R;M, ={[x,y]OR*:y<x}
A=B=EFE,(E,...mnoZina viech bodl v rovin¢);
M, ={[xy10E; :[n]=1)
A=Z (mnoZina 7aki), B=U (mnoZina udebnic); M ; ={[Z,u]l ZxU : 74k 2
je majitelem ucebnice u}
Obecny zapis: M ={[x,y]UAxB:V(x,y)}

Protoze relace jsou definovany jako jisté mnoZiny, ma smysl s nimi provadét
mnoZinové operace (prinik, sjednoceni, doplnék,...).

Grafickym vyjadienim binarni relace je u kone¢nych mnoZin mnoZina bodi.

Vyrokovou formu tvaru ax+by+c=0, kde x,ylJR jsou nezndamé a
a,b,c 0 R;[a,b] #[0,0] jsou koeficienty, nazyvdme linedrni rovnici se dvéma

neznamymi x, y.
ReSenim rovnice se 2 nezndmymi je mnoZina vSech uspofadanych dvojic

[x,, ¥,] 0 R*, které po dosazeni za neznamé (v prislusném poiadi) prevadi vyrokovou
formu V(x,y) v pravdivy vyrok.

Je-li [a,b] #[0,0], pak  grafickym  znazornénim  mnoZiny  (grafem)
L={[x,y]OR*: ax + by +c =0} je pfimka.
Je-li [a,b] =[0,0], pak zfejmé plati: a) ¢ =0 = L = R’ = E, (mnoZina vSech bodii v
roving)
b)cz0=L=¢

V zajmu stru¢ného vyjadifovani budeme v dal$im mnoZzinu L ztotoZnovat s jejim
grafickym obrazem.

Vyrokovou formu tvaru ax+by +c¢ >0
(ax+by+c20;ax+by+c<0;ax+by+c<0) nazyvame linedrni nerovnici se 2

nezndmymi x, yll R as koeficienty a,b,c UR; [a,b]#[0,0].

Je-li  [a,b] #[0,0], je grafem linearni nerovnice s 2 neznamymi

L ={[x,y]OR?:ax+by+c >0} polorovina s hrani¢ni pfimkou ax+by+c=0.



IV. Rovnice a nerovnice §13. Systém linedrnich rovnic

Pozn.:

Def.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

$§13. Systém linearnich rovnic

V tomto paragrafu se budeme zabyvat linedrnimi rovnicemi s n neznidmymi

A

X, Xy,.... X, R . Je tedy nutno rozsifit pojem kartézského soucinu na sou¢in n mnozin:

A xA,x..xA  jehoZ prvky jsou uspofadané n-tice:
A XA X XA ={[x,x,,...x,]:x; 0A pro Ui {1,2,...,n}}.
Zpravidla budeme pracovat se souinem RXRX.XR=R" ={[x,x,,....x,]:x, R

pro Ui U{1,2,...,n}}.
n-arni relace je pak kazda podmnozina tohoto kartézského soucinu.

Necht a,,a,,...,a,,bR. Vyrokovou formu tvaru ax +a,x,+..+ax, =b s

nezndmymi x,,Xx,,...,X, a koeficienty aq,,a,,...,a, nazyvame linearni rovnici s n

nezndmymi. Cislo » [J R nazyvame absolutnim ¢lenem této rovnice.
ReSenim rovnice ax, +a,x, +...+a,x, =b nazyvime kaZdou uspofadanou n-tici

[P Dy P, JO R, jestlize vyrok a,p, +a,p, +...+a,p, =b je pravdivy.

Systém rovnic a,,x, +a,,x, +.....+a, x, = b,
a,x, +a,x, +...+a,x, =b,
aux, tayx, +..ta,x

D

ax ta,x,+..+a, x =b

mn~"n m

kde m,n ] N;ay UR,b, OR;i{1,2,...,m}; j D»{I,Z,...,n} nazyvame systémem

(soustavou) m linedrnich rovnic o n _neznadmych.

Cislo a; nazyvame koeficientem v i-t€ rovnici u j-t€ neznamé, b; absolutnim ¢lenem

i-té rovnice.
Resenim systému (0) nazyvame kaZzdou uspotfadanou n-tici [p,,p,,....p,]0R"

takovou, Ze po dosazeni p; za x; prechézeji vSechny rovnice (L) v pravdivé vyroky.

Systém (L) se nazyva feSitelny (resp. nefesitelny), jestlize existuje (resp. neexistuje)
alespon jedno jeho feSeni.

Dva systémy linearnich rovnic o n nezndmych se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
mnoZziny jejich feseni jsou si rovny.

Jakoukoli dpravu daného systému, po niZ vznikne systém ekvivalentni ptivodnimu,
nazyvame ekvivalentni dpravou systému.

Ulohou dalsich paragrafi bude nalezeni a vySetfovani viech feSeni daného systému
linearnich rovnic (budeme zkracovat SLR).
Pfitom mohou nastat tyto 3 piipady:

a) (D) nema Zadné teSeni — je nefeSitelny

b) (L) mé pravé jedno feSeni



IV. Rovnice a nerovnice §13. Systém linedrnich rovnic, §14. Matice

Def.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

¢) (Dma vice nez jedno feSeni, pak v mnoZziné¢ R" jich ma nekone¢n¢ mnoho. V
tomto piipad¢ se snazime nalézt jednoduchy ptedpis, pomoci n¢hoz lze
vypsat libovolné feSeni tohoto systému.

§14. Matice
Necht m,n [ N . (Redlnou) matici typu m/n nazyvame obdélnikové schéma
a, dp a,
ay,, Gy ... G, ) :
A= : : : , kde a UR,iU{1,2,...,m}, jU{1,2,...,n}.
aml amZ amn

Oznaceni: A = (a;) typu m/n.
Cisla a; nazyvame prvky matice.

Uspofadanou n-tici Cisel [a,, a,, ... ,a,] nazyvame i-tym fadkem matice A,

usporadanou me-tici Cisel [q, IR YT ,amj] nazyvame j-tym sloupcem matice A.

Je-1i m=n, pak hovotime o ¢tvercové matici fadu n.

Dvé¢ matice A =(a;), B =(b;) serovnaji, jestliZe jsou t€hoZ typu a plati: a; = b, pro
Ui U{1,2,...,m};j U{1,2,...,n}.
Matice 0,,, se nazyva nulova, jestlize vSechny jeji prvky jsou rovny O.

Necht A =(a;) je nenulovd matice typu m/n. Rekneme, 7e matice A je ve

schodovitém tvaru, jestlize kazdy jeji nasledujici fadek zacina vétSim poctem nul nez
pfedchozi.

0 0 a,
A={0 O Ayj wee e e Oy,
0 0

. . O0la, .. a,

Prvni fadek matice ve schodovitém tvaru muze, ale nemusi zac¢inat nulami.

Pocet nenulovych fadki matice A ve schodovitém tvaru se nazyva hodnost matice A a
oznacuje se h(A).

Kazdou nenulovou matici lze prevést pomoci tzv. fddkovych elementirnich
transformaci na schodovity tvar.
Mezi tadkové elementérni transformace fadime néasledujici dpravy:
1. zdména 2 fadka
2. vynéasobeni fadku nenulovym ¢islem
3. k danému tadku pficteni jiného fadku, vyndsobeného libovolnym nenulovym
Cislem
Matice B vznikla z matice A fddkovymi elementarnimi transformacemi se nazyva
ekvivalentni s matici A. Zapisujeme A ~ B .
Provedeni téchto transformaci neméni hodnost matice: h(A)=h(B).




IV. Rovnice a nerovnice §15. Gaussova elimina¢ni metoda

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

$§15. Gaussova elimina¢ni metoda

a,x, ta,x,+ ... +a,x, =b,
a.x +ta,x,+ ... +a, x =b
. P ~ . 2 , . 21771 22°%2 2 2
Necht’ je dan systém linearnich rovnic . e ()
a,x ta,x,+ ... +a,x, =b,
a4y a, a,, ap a,|b
a a ... a _ a a a, |b
. 21 22 2 21 22 2 2
Pak matice A= : : |, resp. A= : "l
aml amZ amn aml amZ amn bm

nazyvame matici systému (L), resp. rozsitenou matici systému (L) .

Necht () je systém linearnich rovnic. Pak nésledujici dpravy jsou ekvivalentnimi
Upravami tohoto systému:

1. zdména 2 rovnic

2. vynasobeni celé rovnice nenulovym redlnym ¢islem

3. pfi¢teni libovolného nasobku (s vyjimkou 0) jedné rovnice k jiné rovnici

Je vidét, Ze uvedené upravy odpovidaji fddkovym elementirnim transformacim
rozSitené matice systému (L) A .

Gaussova eliminace je metoda, pfi niZ uZitim fadkovych elementarnich transformaci
pfevadime A na schodovity tvar, pfi¢em? ziejmé plati:
Necht matice B je ekvivalentni s matici A ve schodovitém tvaru. Necht v
poslednim fadku matice B je prvnich n nul a v n+1/-im sloupci je nenulové Cislo. Pak
systém (L) nema feSeni. V opactném piipadé¢ pak systétm (L) ma alespon jedno
reSeni.

Kronecker-Capelliho véta (Frobeniova véta):

Necht' ([) je systém m line4rnich rovnic o n nezndmych. Necht A (resp. A) je

matice (resp. rozSifena matice) systému (L) . Pak plati:

systém (D) je fesitelny < h(A) = h(A)

[Dk. — naznak:

1.,,= sporem: Necht' ([) je fesitelny a h(A) # h(A). Necht’ tedy h(A) < h(A).
Pak ve schodovitém tvaru matice A je posledni nenulovy Fadek
tvaru (O 0o ... 0|a),a UR,a # 0= (0 nema feSeni — spor.

2.,,00 “: sporem: Necht h(A) = h(A) a (D) nema feleni. Pak posledni fadek matice
A ve schodovitém tvaru je tvaru (0 0 ... 0|a),

aOR-{0} = h(A) <h(A) - spor. ]



IV. Rovnice a nerovnice §15. Gaussova elimina¢ni metoda

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Z V.15.2 plyne jednoduché kritérium toho, zda (L) mé nebo nema feSeni. Tato véta
vSak nic nefikd o tom, jak v pripad¢, ze ([) je feSitelny, stanovit pocet feseni a jak
feSeni nalézt. K tomu uzivime Gaussovy eliminace — viz nésledujici piiklady:

Necht’ (D) je teSitelny systém m rovnic o n neznamych. Pak plati:
1. systém ([) ma prave jedno feSeni < h(A) =n ((A je regularni))
2. systém (L) ma nekonecné mnoho feSeni < h(A) <n ((A je singularni))

Jestlize ma systém (L) nekonecné mnoho feSeni, pak mizeme libovolné volit n¢které
nezndmé — tzv. volné nezndmé. Ostatni nezndmé pak vyjadiime pomoci nich.

Jestlize ma systém (L) pravée jedno feSeni, je Casto vhodné prevést matici systému A
do tzv. diagonélniho tvaru — mluvime pak o diagonalni matici fddu n:

a, 0 0 .. 0}p
0 a, 0 ... 0}b
0 0 ay; ... 0]b
0O 0 0 .. a,b,
JestliZze prvky matice a,, =a,, =...=a,, =1, mluvime o tzv. jednotkové matici faddu n:

1 00 .. 0p
010 .. 0b
00 1 .. 0b

0 0 0 ... 1|

n

Zde prvky b,,b,,...,b, jsou ptimo kofeny systému (L) x,,x,,...,x, .
Diagonélni, resp. jednotkovou matici ziskdme Gaussovou eliminaci.

a,x, ta,x,+ ... +a,x, =0

) . ayx, tay,x,+ ... +a,x, =0
Systém rovnic ) R PAY)

a,x ta,x,+ ... +a,x, =0

nazyvame homogennim systémem m linedrnich rovnic o n neznamych.

1. Systtm (A) mé vzdy alespon jedno feSeni x, =x, =...=x, =0, tzv. nulové
feSeni.

2. Toto nulové feseni je jediné < h(A) =n.

3. Systém (A) ma nekone¢né mnoho feSeni < h(A) <n.



IV. Rovnice a nerovnice §16. Determinanty, Cramerovo pravidlo

§16. Determinanty, Cramerovo pravidlo
Pozn.: Je dan systém a,,x, +a,,x, = b,

ayx, +ayx, =b,.

A= a, anlb \/U-a,) [a, ap, b
ay aplb, ) Iy, 0 a,a, —a,a,|ba, ~ba,
b,a,, —b,a
, _ _ b4, 0,4,
Necht a,,a,, —a,a,, #0= x, =
a1 ay ~—dpdy

b,a,, —ba,, — ba,a,, —baya, —ba,a, +baya, —

a, bk, =b -a,

a1 ay ~dpdy a1 dy ~dpdy

— a, (ba,, —b,a,,)

a)1Gy ~ 4 dy

a, a
11 12 LY 2 . vz
Def.: Necht A= je Ctvercova matice fadu 2.
a,, a
21 22

Determinantem matice A nazyvame realné Cislo |A| =detA=a,a, —a,a,,.

Oznacdenti: |A| —| % ap
Ay Ay
Pozn.: Plati: ba,, =b,a,, = Zl le :|A1 , bya, —ba, = Zz ZZI B le Zl :|A2|
2 Ay 1 ; b,
|A|¢0 _|A1|
=X _W
A

Def.: a) Necht A=(a,,) je matice fddu 1.

Determinantem matice A nazyvame realné ¢islo |A| =aq,.

a;; a4 dj
b) Necht A=|a, a, a, |jectvercovd matice fadu 3.
ay 4z Ay

Determinantem matice A nazyvame realné ¢islo

|A| = 0y10y 055 t Q105305 T A130,,05, — 0130505 ~ Ay30yn Gy~ 3300,

Pozn.: Pro vypocet determinantu matice fadu 3 pouzivame tzv. Sarrusovo pravidlo:

Ay Ay 434y 4y
|A|:a21 Ay Oy3| Gy Ay

sz 4z Azp|dy dy

OIOIOIOIO®

Pozn.: Analogicky bychom mohli zavést pojem determinant matic vysSich fadu.




IV. Rovnice a nerovnice §16. Determinanty, Cramerovo pravidlo

Vlastnosti determinantli, véty o pocitini s determinanty:
Necht’ |A| je determinant ¢tvercové matice fadu n. Pak plati:

a) Necht 1 adek matice A je nulovy. Pak |A| =0.

b) Necht’ matice B vznikne z matice A zaménou 2 fadku. Pak |B| = —| A| .
c) Necht' matice B vznikne z matice A vyndsobenim 1 fadku cislem r R . Pak
Bl=ria.
d) Necht' v matici A jsou 2 fadky shodné. Pak |A| =0.
e) Necht matice B vznikne z matice A tak, Ze k 1 fddku matice A pfiteme
libovolny nédsobek jiného tédku. Pak |B|=|A|.
[Dk.: pron =2]
Pozn.: V.16.1. v lze analogicky formulovat pro zmény sloupcti.

Pozn.: Nyni si ukdZeme jednoduchy zptisob vypoctu determinanti vyssich fada:

ay Gy Gz ... Gy,
Ayy Gy Gyy een Oy,
Necht’ A| =la;, ay, ay; ... ay,| jedeterminant fadu n.
Ay Gy Gy -.. 4y,
Gaussovou eliminaci a vyuZitim V.16.1. e) dostaneme na mistech prvkid a,,,a;,,...,qa,,
samé nuly.
ayy Gy ... G,

ay;, Az ... 43,

Nyni plati: |A| =aq, - tento determinant je fadu n-1.

a, 4, .. a

Postup takto opakujeme, aZ ziskdme determinant fadu 3, resp. 2, ktery uZ umime
jednoduse fesit.

Uvedena metoda je jednoduchym piipadem Laplaceovy véty o rozvoji determinantii
(tfikame, Ze jsme provedli rozvoj podle 1. sloupce).

Cramerovo pravidlo:
Necht’ je dan systém z linedrnich rovnic o n nezndmych. Necht’ A je matice tohoto

systému a |A| # 0. Pak plati:

A
Systém ma praveé 1 feSeni x; =||7’|, kde A, je matice, kterd vznikne z matice A
nahrazenim koeficientl u i-té nezndmé sloupcem absolutnich clenti.

[Dk.: pro n=1 zfejmy
pro n=2 v ivodni poznamce paragrafu]

Pozn.: Cramerovo pravidlo lze uzit jen tehdy, kdyzZ plati:
1. pocet rovnic = pocCet neznamych
2. |A|#0

V opacném piipad¢ musime pouzit Gaussovy eliminace.



IV. Rovnice a nerovnice §17. Soustavy rovnic s parametrem, §18. Linearni diofantovské rovnice

Def.:

§17. Soustavy rovnic s parametrem

este v oustavu s parametrem a : ussovou eliminaci
Reste v R’ soust arametrem a R a) Gauss eliminac
b) Cramerovym pravidlem

§18. Linearni diofantovské rovnice

Linearni diofantovskou rovnici s dvéma nezndmymi nazyvame kazdou rovnici tvaru
ax+by+c=0 (°), kde a,b,c0Z;a#0;b # 0 jsou koeficienty; x, y[JZ neznamé.
Resenim rovnice (0) nazyvame kazdou uspoiadanou dvojici [xo; yo], pro kterou plati
ax, +by, +c=0.

Napt. 4x+2y=1 je diofantovska rovnice (nema feSeni, protoze leva strana je vzdy
suda).

Necht' a,b,c00Z;a#0;b#0.Necht d =(a,b).Pak [¥,t, 1Z:d =at, +bt, -
- Bezoutova rovnost.

V¢ta o feSitelnosti linearni diofantovské rovnice:

Rovnice (+) mav ZfeSeni - D(a,b)/c .

[Dk.:,,=* Necht [x,:y,]0Z> je feSeni (+) = ax, +by, =c. Oznadme

d=D(a,b)= d/alld/b= d/(ax, +by,) =c= D(a,b)/c.

kld = akt, + bkt,
——

= c=a(kt,) + b(kt,) =

—— —_

X0 Yo

D@a,b)y=d/c=1kU0Z . c=klHd
,,L “c Necht

D(a,b)=d = [¥,t,UZ:d = at, + bt,

:[xo;yo]:[ktl;ktz] je fesenim (+). ]

Ma-li rovnice (-) alespoti 1 feseni v Z*, pak jich mé nekone&n& mnoho.

[Dk.: Necht’ [xo;yo] je feSeni (-) = ax, +by, +c=0.
Necht [x; y] je jiné feSen () = ax + by + ¢ =0.

a(x=xy) +b(y—1y,)=0

Ozna¢me d = D(a,b) = Ly,,q, UZ:a=dq,;b=dq,;D(q,,q,) =1.
Dosazeni: dg,(x —x,) +dq,(y = y,) =0=q,(x = x)) +q,(y = y,) =0=
=60 2)EZ0 =)= 6/ 6= Bt e = 6/ y) =
=>W0r0Z:y-y,=rq, = y=y, +q,r dosazeni = q,(x —x,) =

a
==q,(yy tq,r = yy) = q,(Xx—X,) =—q,q,7 => x=x, —q,r, kde g, :E;

q, = ] = rovnice (-) ma nekone¢né mnoho kofenti tvaru

[xo —%;y0 +%},kde ridZz. ]



IV. Rovnice a nerovnice §18. Lineéarni diofantovské rovnice, §19. Algebraické rovnice

Pozn.: V.18.3. neplati pro feSitelnost rovnice (0) v N2
Pozn.: Je-li [xo; yo] jedno feSeni (-), dostaneme kazdé dalSi jeji feSeni [x; y] ve tvaru
a C ey g . .
X=X, —Er; Y=Y, +Er, kde rUZ. Lze tedy danou rovnici feSit tak, Ze jedno jeji
feSeni uhddneme a dal$i ziskdme aplikaci vyse uvedenych vzorci.
§19. Algebraické rovnice
Def.: Algebraickou rovnici n-t€ho stupné s jednou nezndmou x[JR nazyvame kazdou
rovnici tvaru ax"+a, x"" +...+ax+a,=0 (o), kde nN;aq,,a,,...,a,JR jsou
koeficienty rovnice, a, #0.
Resit rovnici (o) znamend urCit vSechna dcisla x, R takova, pro néz plati
ax)+a, x\"+.. . +ax,+a,=0.
Pozn.: a) Levou stranu algebraické rovnice n-tého stupné tvoii polynom n-tého stupné.
b) Linearni, resp. kvadratickd rovnice je zvlaStnim pfipadem rovnice (o) pro n=1,
resp. n=2.
c) V tomto paragrafu si ukdZeme pouze nékteré specilni pfipady feSeni rovnic (o)
Pozn.: Hornerovo schéma:
Pomoci tohoto schématu miZeme ovéfit, zda néjaké Cislo je kofenem ¢ rovnice (o) Pro
néj je hodnota polynomu a(c) =0. Neni-li ¢ kofenem (o), pak plati a(c) # 0. RozloZime
polynom a(x) : a(x) =(x—-c)b(x)+a(c), kde b(x) je polynom stupné n-1.
ax"+a, x""+. . +ax+a,=(x-c){b,_x"" +b _,x"7 +...+bx+b,)+a(c)
x": a,=b,_, = b_ =a,
x”_l : an—l = -2 Cbn—l = bn—Z = an—l + Cbn—l
x"‘2 : an—2 = bn—3 -C |}11—2 = bn—3 = an—Z tc |}n—Z
x' a, =b,—clb, = by, =a, +clb,
X’ a, =a(c)—clhy, = alc)=a,+clh,
an an—l an—z cee a] aO
c b, bn—Z bn—3 .. bo a(c)
Podle a(c) tedy ur¢ime, zda c je kofenem rovnice (o)
Pozn.: a) Podobné jako kvadratickd rovnice mohla mit 1 kofen dvojnisobny, algebraicka

rovnice n-tého stupné muze mit také vicenasobné kotfeny — nejvyse 1 n-nasobny koten.
b) Algebraicka rovnice n-tého stupné miiZe mit nejvyse n kotend.



IV. Rovnice a nerovnice §19. Algebraické rovnice

Hledani racionalnich kofenu algebraické rovnice n-tého stupn€ s racionalnimi koeficienty:
(také 2.ro¢nik, VII. kapitola, § 3.)

Necht je déna algebraickd rovnice a,x" +a, x""' +...+ax+a,=0;a, #0 s

» L. .. , T ) . ) )
celoCiselnymi koeficienty. Necht —;r U Z;s O N; D(r, s) =1 je kofenem této rovnice.
s

Pak plati: r/a, Us/a,.
[Dk.: 1. r=0 (kofen je 0, s=1): a, =0=0/0;1/a,

y r
2.r#0:kofenx, =—:
s
n n-1 n-2

r +
an—2

n n n-1 pn-1

r -1 -1
—+...+ta,—+a,=0 /s Jrs"
5" s

-2

n-1 n n-2 n=1 _
a,—*a,_r" ta, _,r"st.. . tars" ta,s" =0

s
n
a,_ " +a " s+ rars" +ays"T = anr—
0Z=s nedili r=>s nedili r"=sla" QDVZ‘E“
n
ar" +a, " s+a, s+ vas" +as"T =—a, S
OZ=r nedili s=r nedili s"=ra, ?%L

ro. . PO v . . . w L. . .
Necht — je raciondlni kofen algebraické rovnice (o) s celo¢iselnymi koeficienty.
s

Necht m je pevné celé cCislo. Pak plati: (r —ms)/a(m), kde a(m) je hodnota
polynomu a(x) pro x =m.

[Dk.: a x" +a, x"" +...+ax+a, = (x - m) [ﬁbn_lx”_1 +h X"+ +Dbx+ bo) + a(m) =0

n-1 n-2
y _r(r r r r _
kofen x, —;.(——mj b, +b +...+b1;+b0 +a(m)—0

s n-1 Sn—2
n-1 n=2 n
r—ms r r r S
byy—=+b, ,——+..+b—+b |=-alm) /BZ——
S S S S r—ms

1. r=ms: a(m) =0 = véta plati

n

_ - - - S
2. r#ms:b, 1" +b _r" B+, +brs" +hs" = —a(m)[—l—
r—ms
DZ:(r—ms) nedili s:(r—ms) nedili s":(r—ms)/a(m) v

0z

Pozn.: Véta se uzivipro m==+1: (r—s)/a(l)
(r+s)/a(-1)



IV. Rovnice a nerovnice §20. Reciproké rovnice

§20. Reciproké rovnice

Def.: Reciprokou rovnici n-tého stupné prvniho, resp. druhého druhu nazyvame

algebraickou rovnici a,x" +a,_x

n-1

+...tax+a,=0;a, #0; pro jejiz koeficienty

a,(k=0...;n) plati: a, =a,_,,resp. a, =—a,_, .

Pozn.: a)
b)
C)
Pozn.: a)
b)

U reciproké rovnice sudého stupné n =2m;mN ldruhu mizZe byt koeficient a,,
libovolny, II.druhu musi byt a, =0.

Reciproké rovnice maji vSechny koteny rizné od nuly.

Ma-li reciproké rovnice kofen x = x,,, ma také kofen x =—.
X
0

Postup feSeni reciproké rovnice I.druhu:
a) n=2m;m0ON : 1. délime rovnici x"

2. z dvojic koeficientl a,,a,_, vytkneme jejich spole¢ny
koeficient
o 1 1
3. zavedeme substituci y = x+—=x’+— =y’ -2
X X

3

+1
X T

=y -3y;x* +i4 =y'—4y" +2;...
X
L) n=2m+1;mN :Reciproka rovnice L.druhu stupné lichého ma vzdy koten

x=-1. Tedy po dé€leni vyrazem x +1 dostaneme reciprokou rovnici I.druhu
stupné sudého.

Postup feSeni reciproké rovnice Il.druhu:
Reciproka rovnice II.druhu mé vzdy kofen x=1. Tedy po dé€leni vyrazem x-—1
dostaneme reciprokou rovnici [.druhu.




